Rafiniri ale inegalitatii lui Bergstrom.Aplicatii.
de lon Bursugi Daniela Macovei

Motto: Daca ramanei intru Minesi cuvintele Mele &méan in voi,cerg
ceea ce voi si se va da voi(IOAN,cap.15,v.7)

Urmatoarea inegalitate este cunoscsiib denumirea de ,Inegalitatea lui Bergstrom”

_ . ) 3 . Ky (xry)
Inegalitatea lui Bergstrom . Da@ x, yOR si a,b>0,atunC|—+F2Tb.
a a

Inegalitatea lui Bergstrom (forma exting). Dac X, X,,....,% OR si
a,a,,.....q > 0,atunci

(1) XX, K (otx+.tx) :

a & % g+tat..+ g
Observatie. Inegalitatea lui Bergstrom este echivalecu inegalitatea lui Cauchy-
Schwarz,adig cu inegalitatea:

2 (af+a22+...+ qf)(q2+ B+ ..+ kf)z( ab+ g+ ..+ @@2 unde

a,a,..,9,4,b,....00 F.
Demonstratie:
Necesitatea:

Cazul I(a #0,(0)i0{1,2,...n} ).Daci inlocuim n inegalitatea (1)

a cug’si xcu|ap| ,pentru oricei 0{1,2,...n} obtinem:

(a7 +&+..+ &) (P+ B+..+ ()2( alf+| alf+.+] ab)'2( ap ab .+ ap
bazul li(a #0,(0)i0I O0{1,2,..n} =J).In acest

caz avem(%ag J( j (I qp} q2+ g+..+ ﬁf)( B+ G+..+ rﬁ):

ez iz vl (3

Suficiena:

\

)g

Ja
obtinand inegalitatea (1).
In cele ce urmeazvom da cateva rafimi ale inegalifitilor de mai sus urmate de
aplicaii.
Teoremal

Se fnlocuigte Tn inegalitatea (2)g, cu \/a si hcu , pentru oricei 0{1,2,...n}

(3) Pentru oricex yOR si a,b>0, avem 3

a b’

LYy 1 (x Y
b a+b 1.1
a

Demonstrétie:



Inmultind ambii membri ai egalitii din enun cu a+ b aceasta devine:

2
(a+ b)(X_Z+L2J:(X+ y)2 + at{l(__yf - ﬁ+—a §+—b i"‘ ?: %"‘2 Xy iﬁ'(bx_ ay)
a b a b b a —ab

(bx— ay)* _ @y + B R-2xyah (bx- ay’
ab

a, b,
e —Y +—X —2xy=
by a Y ab ab

(egalitate

adevirati).
Teorema?
(4) Pentru oricex y zOR si a,b,c>0,avem

2 2 2 2 2 2
x_+L+£:(x+y+z) L1 xy 20, 1 (x ¥y
a b ¢ atbtrc 1 1l ab

a+b c a b

Demonstratie:

Folosind succesiv identitatea (3)tmiem:

2 2 2 2 2 2

Xy, Z_(xy) 72 1 (_x__xj (v ( x y“i

a b ¢ ab ¢ 1 1la b a b c 1 , W ab
a b atb c

Teorema3
Pentru oricex, %,,....,% OR si a,4a,,....,8 > 0,are loc egalitatea:

(4)

£+£+w+£:(xl+x2+...+>$)2+ 1 (X1+X2+"'+X\-1_i]2+
a & a4 atat.+t3q 1 +1la+rg+r.+a, @

ata,t..+tg., 3§

2 2
1 Xttt X, %), . 1 (X% %),
1 L1 11

ata+t..+3., a, 1 . 1la+a a
a+a,+.+3., a8, a+a a
2
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1,1a a
a a

Demonstréetie:



2 2
+....+i—(xl+ X bt X")
& arat..+ g

n-1 2
_ XXttt X %
z, = - :
2 1 L1 (a1+a2+---+ak am]
a+a,+.+3 g,

Egalitatea din enurse scriey, = z,.Vom demonstra aceéstgalitate prin induge
matematié.Fie P(n): y, = z,. EvidentP(2) este adeirati (rezuti din teorema 1).Ddic
2
X%, % (et )
8 3 8 atat.tg
Xl (Xt ,) (xrxrad ) x? (O x+d ¥

si

Notim y, = i +
&

P ,\9,|,\?<

P(n-1) este adesrati,atunci cum y,

X%
=L+ 24 4
a a 3, atat.ta, atat.+ta, a a g .+ a

CRE A NN CLE SIS ) 1 -
a+a+.+a, g atat.+ta 1 L1

atat.ta, a,

[Exl+xz+...+>$_1_ifzznl+ 1 ()ﬁ % 4.+ 2&__%}2
at+at.+ta, 3 ) 1 1la+a+.+a, 3
qtat+..+tg., 3§

=y, = z,.Conform principiului indugei matematiceP(n) este adevrati pentru

yn—l +

oricen=2.
Teorema4
a)Pentru oricex YOR si a,b>0,avem

(x+y)2+ma><(a,b)( yjz x f L Oy mir(al)(_x__ﬁz
a+b 2 a b a ar b 2 a '
b) Pentru oricex, x,, X, OR si al,az,a3>0,avem

2 2 2 2

XX % (aretx) |

a & & atata
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c) i+i+_“+£2(xl+x2+'"+ x) + max 1 . , pentru
aQ 9 8 g+t at..+ g |D{J1,D|2,...n} +* z a
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ial
orice X, %,,....%, OR si a,8a,,.....8, > 0.
Demonstrétie:



a)Rezuli usor din Teorema 1;b) Rezaltsor din Teorema 2;c¢) Rezaltsor din

Teorema 3.

Aplicatii

Al Aratati ca pentru oricea,b,c>0 are loc

oo 11,1 9 (a-b)*

inegalitatea™ +—+ - = + .
a b c atbtrc afa b

Demonstretie:
Se aplié punctul b) dinTeorema 4astfel:

1,1, 1 F F F (1+1+1)° 1(1_3: 9 , (a-b)
a b c

at_)?:abc a- br ¢ 1, 10

L1l a doa )l
a b
: 2y (x+y) : : Xy
A2.Fiex,yOR .Aratati cé; ?z c +30daa si numai daé ——§‘=5

Demonstratie:

Se folosgte Teoremal astfel:

2 2 2 2
XL b (e Ly

2 3 2¢3 1,12 3
2 3

2
g(g —%’J de unde rezultechivalema din enun

A3.Determinai K[OR pentru care are loc inegalitatea

Xy (x+y) x yY
—+-—<>+——+Kk| ———=| pentru oricex y[IR.
3 7 10 3 7
Demonstratie:
2
X+
Se folosgte Teoremal astfel L Q + 2%{ yj .Inegalitatea din
3 7 10 103 7

enur devine:

2 2
21( yj < k(_x__y) pentru oricex yOR <« k=2,1.
10\3 7 3 7
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